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Abstrakt: V predlozeném clanku je popsan navrh nové posloupnosti s nazvem ,Reverzni
Fibonacciho posloupnost”. Uvod studie se zabyva odvozenim limity poméru dvou nésledujicich
¢isel navrzené posloupnosti, ktera je rovna ¢islu j. Déle jsou popsany jednotlivé vlastnosti
tohoto ¢isla. Dalsi c¢ast clanku je vénovana geometrickému vyznamu ziskaného ¢isla j. S pomoci
zavéra geometrické interpretace jsou odvozeny jednotlivé vztahy cisla j k ¢islu m, zlatému
fezu @, Eulerovu cislu e a Theodorové spirale. Zavér clanku se zabyva vztahem navrZené
posloupnosti k Fibonacciho posloupnosti. Navrzena posloupnost se vyznacuje stejnymi
vlastnostmi jako Fibonacciho posloupnost pro jednotlivé hodnoty ciferaci clent jeji
posloupnosti. Hodnoty ciferaci navrzené posloupnosti jsou k hodnotam ciferaci Fibonacciho

posloupnosti reverzni.

Klicova slova: Reverzni Fibonacciho posloupnost, Fibonacciho posloupnost, Lucasova sekvence, ciferace,
¢islo m, Eulerovo ¢islo e, zlaty ez ¢, Theodorova spirdla, Vesica piscis

1. Uvod

Fibonacciho posloupnost a zlaty fez jsou vSeobecné zndmé matematické poznatky, jejichz
vyznam je postupné odhalovan. Uplatnéni zlatého fezu a Fibonacciho posloupnosti lze v prirodé
spatfit témér vsude, od vzorce uspofadani semen slunecnice az po proporce lodénky. Tento pomeér
se dokonce uplatnil v architektufe, uméni a hudbé, coz dokazuje, Ze lidé jsou zlatym fezem
podvédomeé fascinovani. [1]

V predloZzeném ¢lanku bude popsana posloupnost, kterd ma pravé s Fibonacciho posloupnosti
mnoho spoleéného, kde tyto zavéry budou popsany v nésledujicich kapitolach. Z navrzené
posloupnosti budou nasledné vyvozeny dalsi matematické a geometrické vyznamy.

2. Reverzni Fibonacciho posloupnost

Jak bylo popsano vySe, byla navrZzena posloupnost v nasledujicim tvaru, viz rovnice (1). Z nize
uvedeného vzorce je patrné, Ze cleny posloupnosti jsou pouze kladna cisla, tj. ¢leny navrzené
posloupnosti jsou z oboru prirozenych cisel N, kde ciferace jednotlivy clenti je pravé reverzni k
¢lentim Fibonacciho posloupnosti. Je zifejmé, ze Ize zapsat i jiné fady s podobnymi vzory, ale tyto
fady nebudou mit unikétni vlastnosti jako popisovand navrzena reverzni Fibonacciho posloupnost.
Tyto vlastnosti budou dale popsany v nasledujicich kapitolach.

Navrzena posloupnost je velice podobna posloupnosti A057084, dle OEIS! [2], s rozdilem
nultého ¢lenu. Posloupnost A057084 ma pro ¢len n=0 hodnotu 1, pfi¢emz navrZena posloupnost ma
pro ¢len n=0 hodnotu 0. Tento fakt je velice diileZity z hlediska periodicity a vztahu k Fibonacciho
posloupnosti a bude popsan v nasledujicich kapitolach.

! On-Line Encyclopedia of Integer Sequences je databize celotiselnyjch posloupnosti volné dostupnd na webu. Obsahuje pies 300 000
posloupnosti (k bfeznu 2018), ve kterych Ize vyhleddvat jak pomoci klicovych slov, tak uvedenim Cdsti hledané posloupnosti. O kazdé
posloupnosti je uchovdvdino mnoZstoi informact vcetné odkazii na dalsi literaturu a webové stranky tykajici se dané posloupnosti.
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0, pron = 0;
J(n) =41, pron =1; (1)
8:-J(n—1)—J(n—-2)) n>1.

Pro zjednoduseni vypoctd, 1ze tuto posloupnost zapsat tvarem nasledujicim, viz rovnice (2).

Jinvzy = 8 Uy — Jn) 2)

Z rozboru vztahu (1) nebo (2) je patrné, ze limita dvou nasledujicich cisel navrzené
posloupnosti je rovna ¢islu j, viz obrazek 1.
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Obrazek 1. Grafické vyjadieni poméru j

Pomér j lze nasledné zapsat nize uvedenym vztahem, viz rovnice (3) a dosadit do ptivodniho
vztahu pro navrZenou posloupnost (2).
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Vypoctem korenti kvadratické rovnice (5) jsou ziskany poméry ji a j2 ve tvaru, viz rovnice (6).
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J1,2 =8i2—m=8igﬁ=4i2ﬁ,

ji ~ 6,82842712 ...
j, ~ 1,171572875 ... (6)

1
— = 0,1464466009 ...
J1

Koreny kvadratické rovnice lze vyjadfit napiiklad pomoci rovnic (7), (8), (9), (10), (11) a (12).

Jitj=8 7)
JiJ2=8 (8)
JitJ2=J1t)2 9)
j:_: =ji—1 (10)
j%z =j1—1 (11)
j%z =j2—1 (12)

Z vyse uvedenych vztahtl je zfejmé, Ze soucinem nebo souctem jednotlivych kofenti poméru j
je vzdy ziskano cislo 8, viz rovnice (7) a (8). Tuto zavislost 1ze dat do vzajemné rovnosti, viz
vztah (9). Dadle je patrné, ze podil téchto kofent je roven hodnoté rozdilu citatele a ¢isla 1, viz
rovnice (10). A v neposledni fadé, Ze osmina plochy ¢tverce o délce j je rovna vzdalenosti této
délky s rozdilem ¢isla 1, viz (11) a (12).

Pro upfesnéni, lze zapsat navrZzenou posloupnost pomoci feSeni rekurentni rovnice ve
tvaru (13).

_(a+ 2v2)" - (4-2v2)" _id" ="

(13)
42 42

J(n)

Z podrobnéjsiho zkoumani navrzené posloupnosti a vlastnosti jejich kofenti plyne, Zze
navrzenda posloupnost je jedna z Lucasovych sekvenci Ux(P,Q), kde P=Q=8. Takovou posloupnost
lze zapsat ve tvaru U«(8,8), podobné jako Fibonacciho posloupnost ve tvaru U«(1,-1). [3]

3. Geometricky vyznam

Z davodu snazsiho znazornéni a pro zjednodusSeni je pro dalsi tvahy bran v potaz pouze
koten ji. Geometricky vyznam navrzené posloupnosti vychazi ze vztahu (11), jak bylo popsano

vyse.

Levou stranu rovnice (11) Ize graficky vyjadfit obrazkem 2.
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j/2

Obrazek 2. Geometrické vyjidreni levé strany rovnice (11)

Obrazek 2 popisuje rovnoramenny trojihelnik o strané j/2, kde plocha tohoto trojihelniku je prave
rovna levé strané rovnice (11).

Prava strana rovnice (11) je zndzornéna pomoci obrazku 3.

(i/2)-1

Obrazek 3. Geometrické vyjidieni pravé strany rovnice (11)
Na obrazku 3 je znazornéna délka (j-1). Vyjadfenim této délky je sestrojen pravouhly
trojahelnik o délkach odvésny j/2 a (j/2)-1. Na obrazku 3 je zminény trojuhelnik znazornén

¢ervenou barvou.

Obsah ptivodniho trojihelniku S1 o délce odvésny j/2 je popsan rovnici (14) a obsah nové vzniklého
trojahelniku Sz (na obrazku 3 vykreslen cervenou barvou) popsan rovnici (15).

(14)

52=(1_1>.%.%=%2_ _J0-2 (15)
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Pokud jsou plochy (14) a (15) dany do vzijemného podilu je ziskan nasledujici vztah, viz
rovnice (16).

S 2 8 j
e A, S —— (16)
S2 8 j-(j—-2) j-—-2
Dosazenim kofene kvadratické rovnice j: do rovnice (16) je ziskan vztah (17) ve tvaru:
SA_h_ 7
52 j1—2 (17)

Pomérem téchto ploch pfi dosazeni kotene ji je ziskdna ¢iselna hodnota v2. Obdobnym fesenim, s
rozdilem trojihelnikti o délce j, je nasledné ziskan vztah (18).

S12 _

J
Sz j-1° (18)

Dosazenim kofene kvadratické rovnice ji do rovnice (18) je ziskan vztah (19) v ndsledujicim
tvaru:

S22 71 2 (19)

Rovnice (18) tedy popisuje, Ze pomér ploch vyse uvedenych trojihelnikii pfi dosazeni kofene ji je
pravé roven kofeni kvadratické rovnice jz.

Geometrické znazornéni rovnice (17) popisuje obrazek 4.

J-2 2

Obrazek 4. Geometrické vyjddreni rovnice (17)

Obrazek 4 popisuje fakt, ze pokud je vykreslen obdélnik o stranach j a (j-2), pak pomér jeho

jednotlivych délek, pti dosazeni kotene kvadratické rovnice f1,je roven hodnoté V2 nebo g
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K tomuto zavéru Ize dospét i jinym zptisobem, jak je vyobrazeno na obrazku 4. Opét se jedna o
pomér jednotlivych ploch, ale v tomto pfipadé jde o pomeér ploch obdélniku o stranach j, (j-2) a
rovnoramenného trojahelniku o délce odvésny j.

Obsah obdélniku o stranach j a (j-2) je zndzornén rovnici (20), a obsah rovnoramenného
trojahelniku o délce odvésny j rovnici (21).

S3=J(-2) (20)
jZ
si= % 1)

Pomér ploch S a S je dan nasledujicim vztahem, viz rovnice (22).

S5_2G-2_2-G-2)

- 22
Sa J? J @
Opétovnym dosazenim kotfene kvadratické rovnice ji do rovnice (22) je ziskan vztah (23).

S 2-(p—2

> 20D 5 (23)

Sy J1

Je tedy zfejmé, Ze podil ploch Ssa Ss je opét roven hodnoté V2. Z tohoto diivodu lze nasledné d4t
rovnice (17) a (23) do vzajemné rovnosti. Tato rovnost je popsana vztahem (24).
i _2:G-2)
j—2 J

(24)

3.1 Vztah poméru j k Cislu

Pomoci rovnice (17) lze sestrojit pravouhly rovnoramenny trojuhelnik o délkdach odvésny (j-2)
a délce prepony j. Grafické znazornéni tohoto trojithelniku popisuje obrazek 5.

Obrazek 5. Vztah poméru j k cislu m
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Jak bylo uvedeno vysSe, dosazenim kofene kvadratické rovnice ji do rovnice (16) je ziskan
vztah, jehoz hodnota je rovna é&slu V2 . Pfevracend hodnota tohoto vztahu je nasledné rovna

hodnoté g

Diky rovnoramennému trojuhelniku je patrné, Ze thel svirany mezi odvésnou a pfeponou
, 7 v Lk DA 7 v w
musi byt vzdy 45°, vyjadfeno v obloukové mite jako 7.

Za pomoci rovnice (17) lze nasledné zapsat goniometrickou funkci nasledujicim zptisobem, viz
rovnice (25).

J (25)

Resenim vztahu (25) je ziskdn vztah mezi pomérem j a &islem T, viz vztah (26).

(=2
m =4-arcsin (T) (26)

Obvod kruznice z obrazku 5 Ize nasledné vyjadrit jen za pomoci kofene kvadratické rovnice jz
v nasledujicim tvaru (27). Podobné lze vyjadfit i plochu tohoto kruhu, viz (28).

Ojx = 8(j — 2) - arcsin (]%2) (27)

paresin(L=2) - 2y
S = 4 arcsm< ; ) U-2) (28)

3.2 Vztah poméru j k zlatému fezu ¢

Vztah poméru j k zlatému fezu ¢ vychazi ze zakladniho tutvaru posvatné geometrie
"Vesica piscis". Tento obrazec se da volné preloZit jako "rybi dusSe" a jde o dvojici protinajicich se
kruznic se stfedy na svych obvodech. Centrala ma tedy délku poloméru jedné z nich, viz
obrazek 6. [4]

{2,

V5,

Obrazek 6. Vesica piscis
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Pomér j lze vyjadrit za pomoci vzniklého obecného trojuhelniku, ktery je zobrazen na
obrazku 7. Strana a nové vzniklého trojuhelniku (na obrdzku 7 vyznacena zelenou barvou) je

vypoctena s vyuzitim Pythagorovy véty a jednoduchych matematickych tprav.

Obrazek 7. Vztah poméru j k zlatému fezu ¢

Pokud jsou znamy vSechny strany obecného trojihelniku a tthel a = g, lze za pomoci kosinové

véty vyjadfit pomeér j, viz odvozeni (29).

i
a® = b?+c? — 2bc - cos 7

1 —2
2—$=2+(p2—2\/§-(p-<]—_>
1., -
ot 2 (29)
V2 ¢ J
_ W29
= 1

Vysledny vztah (29) lze dale pomoci jednoduchych matematickych operaci zapsat nasledujicim

zplisobem, viz rovnice (30).

) 42
j= (30)
2V2 -2+ —1

Zavérem vypoctem inverzni funkce rovnice (30) lze vyjadfit vztah zlatého fezu @ a poméru j,

viz vztah (31).

1 \[Bj\/f —3j—16V2
P12 =5t (31)
*e 2)j

3.3 Vztah poméru j k Eulerovu Cislu e
Vztah poméru j k Eulerovu d&islu e vychazi z Eulerova vzorce. Tento vzorec urcuje vztah mezi
goniometrickymi funkcemi a exponencidlni funkci. Na tento vzorec lze nahlizet jako na vétu

komplexni analyzy, viz rovnice (32). [5]
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ei® = cos(a) + i sin(a)

9z14

(32)

Jak bylo uvedeno vysSe, dosazenim kofene kvadratické rovnice ji do rovnice (16) je ziskan
vztah, jehoZ hodnota je rovna &slu V2 . Pfevracend hodnota tohoto vztahu je ndsledné rovna

hodnoté g

S pomoci rovnice (17) l1ze nasledné zapsat goniometrické rovnice nasledujicim zptisobem, viz

rovnice (33) a obrazek 8.
s o (T
e(4) = cos (Z) +i-sin (Z)

(%) =j;2+i-(j;2)

J J

Im A

/
\e(-ﬂfﬂ)z cos (m/4)+ i sin(1r/4)

(pr)urs

™4
0O cos(1m/4) 1 R-;

Obrazek 8. Vztah poméru j k Eulerovu Cislu e

(33)

Vysledny vztah poméru j k Eulerovu ¢islu e a jeho odvozeni z rovnice (33) popisuje nasledujici

rovnice, viz (34).

(34)
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3.4 Vztah poméru j k Theodorové spirdle

Konstrukci Theodorovy spirdly vytvofil fecky matematik Thedédoros z Kyrény. Spirdla je
tvofena posloupnosti pravouhlych trojuhelnikd, kde prvni z trojahelnikil je rovnoramenny
pravouhly, jehoZ odvésny maji velikost 1. Pfepona takto vniklého trojuhelniku je odvésnou
trojuhelniku dalsiho, kde druhd odvésna je rovna opét hodnoté 1. Grafické znazornéni této spiraly
je zobrazeno na obrazku 9. [6]

Obrazek 9. Grafické zndzornéné Theodorovy spirdly

Vztah poméru j k Theodorové spirdle vychazi z cervené vyznaceného trojuhelniku
zobrazeného na obrazku 9. Stejné jako v predchozich pfipadech, 1ze vyjadfit hodnotu v2 s pomoci
rovnice (17). ReSenim jednoduché rovnice lze nésledné zapsat jakoukoliv odmocninu pfirozeného
¢isla s pomoci poméru j. Tento vztah popisuje rovnice (35).

_ | _
\/ﬁ_\/(j_z)2+(n 2) ,n€EN (35)

4. Vztah navrzené posloupnosti s Fibonacciho posloupnosti

Uz v tvodu clanku byla zminéna Fibonacciho posloupnost a jeji vztah k navrzené reverzni
posloupnosti. Ve Fibonacciho posloupnosti je ukryty opakujici se vzor s periodou n=24. Tento vzor
je ziskan ciferaci? (v aj. oznacovdno jako "digital root”) jednotlivych clenti posloupnosti, kde ciferaci
1ze zapsat s pomoci kongruentniho vztahu (36). [7]

dr(n) =1+ [(n — 1)mod 9] (36)

Ciferace je pojem z oblasti aritmetiky oznacujici zobrazeni, které kaZdému pfirozenému Cislu pfitazuje jednociferné Cislo vzniklé
opakovinim ciferného s¢itani piivodniho Cisla. Pokud je vysledek jednociferny, jednd se o ciferaci pitvodniho Cisla. V opacném ptipadé se
opakuje scitani cifer vysledku, dokud nenti ziskdno jednociferné cislo.
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Tato perioda lze déle rozdélit na ptl periodu o velikosti n=12, kde ciferaci souctu clentt
Fibonacciho posloupnosti dr[Fmw + Fu12)] je vzdy ziskan vysledek 9. RozloZeni ciferaci jednotlivych
¢lent Fibonacciho posloupnosti je vyobrazeno na obrazku 10.

dr[F(n)]

Obrazek 10. RozloZeni ciferact jednotlivych clenii Fibonacciho posloupnosti

Pro¢ je tedy navrZzena posloupnost nazvana reverzni Fibonacciho posloupnosti? Navrzena
posloupnost se vyznacuje stejnymi vlastnostmi jako Fibonacciho posloupnost pro jednotlivé
hodnoty ciferaci clenti jeji posloupnosti, kde hodnoty ciferaci navrzené posloupnosti jsou k
hodnotam ciferaci Fibonacciho posloupnosti reciproké (reverzni). Zminénou reciprocitu pak lze
zapsat nasledujicim vztahem (37). Z tohoto hlediska vyplyva, Ze stejné jako u Fibonacciho
posloupnosti 1ze ciferaci souctu ¢lenti navrzené posloupnosti dr[Jmw + Jm12] vzdy ziskat cislo 9.

dr[F(n)] = dr[J(24 —n)],pron < 24 (37)

Vzajemnou reverzibilitu navrzené posloupnosti a Fibonacciho posloupnosti zobrazuje
obrazek 11.

dr[F(n)]

Obrazek 11. RozloZeni ciferaci jednotlivych clenii Fibonacciho posloupnosti
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Pro lepsi pfedstavuju vysSe uvedeného je zobrazena tabulka 1, ve které jsou vydcisleny
jednotlivé hodnoty ¢lent jak navrzené, tak Fibonacciho posloupnosti a jejich ciferaci.

Z tabulky 1 vyplyva dalsi vlastnost ve vztahu k Fibonacciho posloupnosti. Pro cleny navrzené
reverzni posloupnosti J(19) az J(2) jsou prvni digity® (v tabulce vyznaceny modrou barvou) shodné se
sekvenci prvnich Sesti cisel Fibonacciho posloupnosti F(1) az F(6). Zminéné opakovani této
sekvence po 6 cislech je s cetnosti 3.

Tabulka 1. Vyéisleni jednotlivyjch hodnot Clenii posloupnosti a jejich ciferaci

n Jn) dr[J(n)] (24-n) F(24-n) dr[F(24-n)]
0 0 9 24 46368 9
1 1 1 23 28657 1
2 8 8 22 17711 8
3 56 2 21 10946 2
4 384 6 20 6765 6
5 2624 5 19 4181 5
6 17920 1 18 2584 1
7 122368 4 17 1597 4
8 835584 6 16 987 6
9 5705728 7 15 610 7
10 38961152 8 14 377 8
11 266043392 8 13 233 8
12 1816657920 9 12 144 9
13 12404916224 8 11 89 8
14 84706066432 1 10 55 1
15 578409201664 7 9 34 7
16 3949625081856 3 8 21 3
17 26969727041536 4 7 13 4
18 184160815677440 8 6 8 8
19 1257528709087232 5 5 5 5
20 8586943147278336 3 4 3 3
21 58635315505528832 2 3 2 2
22 400386978866003968 1 2 1 1
23 2734013306883801088 1 1 1 1
Y 24 18669010624142376960 9 0 0 9

Dalsi zajimavou vlastnosti je periodicita digitit na pozici jednotek (poslednich Cisel) pro cleny
navrzené posloupnosti od clenu J(2) s periodou n=24. Zminénd periodicita je zobrazena na
obrazku 12. Z niZe uvedeného obrazku je patrné, ze pokud je sestrojen ctverec s vrcholy
jednotkovych digiti rovnym 0, tak strana tohoto Cétverce je pravé rovna hodnoté V2 za
predpokladu jednotkové kruznice, kde hodnotu V2 Ize zapsat pomoci rovnice (17). Podobnou
vlastnost objevil v roce 1774 u Fibonacciho posloupnosti francouzsky matematik
Joseph Louis Lagrange, ktery zjistil, Ze digity na pozici jednotek v clenech Fibonacciho
posloupnosti se opakuji s periodicitou 60 mist. [8]

Digit je numerickd Cislice charakterizovina jako jediny symbol (napt. "1” nebo "8") pouZity samostatné nebo v kombinaci

(napt. "18"), tak aby reprezentoval Cisla dle nékteryjch pozicnich ciselnych systémal.
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18 2

Obrazek 12. Periodicita digitii na pozici jednotek pro navrZenou posloupnost

Vztah navrzené posloupnosti k Fibonacciho posloupnosti lze vyjadfit i graficky,
viz obrazek 13.

Obrazek 13. Grafické znizornéni vztahu Fibonacciho posloupnosti a navrzené reverzni posloupnosti

Na obrazku 13 jsou znazornény 2 kruhy, které jsou rozdéleny po 24 stejnych tsecich. Prvni z
kruht m4 ¢ernou barvu a zobrazuje hodnoty ciferaci jednotlivych ¢lentt Fibonacciho posloupnosti ve
sméru hodinovych rucicek. Proti sméru hodinovych rucicek, pak hodnoty ciferaci jednotlivych clenti
navrzené reverzni Fibonacciho posloupnosti.

Druhy kruh je znazornén cervenou barvou, kde tento kruh je pravé reverzni ke kruhu
prvnimu. Tj. zobrazuje hodnoty ciferaci jednotlivych ¢lenti navrzené reverzni Fibonacciho posloupnosti
ve sméru hodinovych rucicek a proti sméru hodinovych rucicek pak hodnoty ciferaci jednotlivych ¢lentt
Fibonacciho posloupnosti.
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Pro predstavu si lze tento vztah pfedstavit jako analogové hodiny, kde tikani ve sméru
hodinovych rucicek predstavuje Fibonacciho posloupnost. V protisméru hodinovych rucicek pak
navrzenou reverzni Fibonacciho posloupnost a naopak.

Na zavér, vyse uvedené a dalsi vlastnosti vztahu mezi Fibonacciho posloupnosti a
posloupnosti navrzenou popisuji nasledujici rovnice:

dr[F(n)] = dr[J(24 — n)]; dr[J(n)] = dr[F (24 — n)],pron < 24, (38)

dr[Fm)+ Fn+12) =dr[J(n) +J(n + 12)] =9, (39)

dr[J(n) + F(12—n)]=dr[F(n) +J(12—n)] = 9,pron < 12,
dr[J(n) + F(36 —n)] = dr[F(n) + J(36 —n)] = 9,pro 24 > n > 12. (40)

5. Zavér

V predlozeném clanku je definovana nova posloupnost a novy pomér tzv. reverzni
Fibonacciho posloupnosti a jejich vztahy a vlastnosti k dalsim matematickym fundamentalnim
¢islim a strukturam, coz ukazuje na zajimavost této posloupnosti a odvozeného poméru. Je
dokazany jednoznacny vztah mezi ptivodni Fibonacciho posloupnosti a navrhovanou reverzni
Fibonacciho posloupnosti a jejich poméry. Uplatnéni Fibonacciho posloupnosti a zlatého fezu
vidime v piirodé, a proto se muzeme domnivat, Ze v budoucnosti bude objevené v pfirodé
uplatnéni i pro reverzni Fibonacciho posloupnost. Reverzni Fibonacciho posloupnost je ukryta ve
Fibonacciho posloupnosti, a proto se vSechny nové odvozené vlastnosti reverzni Fibonacciho
posloupnosti daji uplatnit pii dalsim vyzkumu zlatého fezu a samostatné vedeného oboru
vénovaného Fibonacciho posloupnosti. Velmi dtlezity je také odvozeny vztah mezi zlatym fezem a
pomérem reverzni Fibonacciho posloupnosti. Dalsi dtlezity vztah je mezi pomérem reverzni
Fibonacciho posloupnosti a Eulerovym cislem e. Tento ¢lanek rozsifuje nase védomosti o zlatém
fezu a Fibonacciho posloupnosti, proto dava nadéji na Siroké uplatnéni v riznych védnich oborech,
umeéni a pfirodé.
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